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Cap. 2 Técnicas de Resolucéo em Optimizacdo Combinatdria

2.1. Optimizacao Combinatéria - Introducéo

2.2. Relaxacbes
Relaxacao
Relaxacéao Linear
Relaxacao Lagrangeana

2.3. Resolucéo exacta de problemas

Branch and Bound
Planos de Corte

2.4. Software
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OPTIMIZACAO COMBINATORIA

Hipoteses de PL

. isibilidad
guantidades discretas =—>  MODELOS DISCRETOS

. Aditividad opalidade

descontinuidades MODELOS DISCRETOS
nao-linearidades = PROGRAMACAO NAO LINEAR
- Certeza

ANALISE DE SENSIBILIDADE (WHAT-IF)

estimativas de parametros ———> PARAMETRIZACAO
PROGRAMACAO ESTOCASTICA

. GbicctiveUri

multiplos objectivos E— PROGRAMACAO MULTI-OBJECTIVO
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OPTIMIZACAO COMBINATORIA

Programacéo Linear Inteira (PLI)
— Um Problema de Programacéo Linear Inteira (PLI) € um PL em que todas

(PLI puro) ou parte (PLI misto) das variaveis s6 podem assumir valores

inteiros.

— Variaveis inteiras — para representar quantidades indivisiveis

— Variaveis binarias — para decisbes Sim/N&o — Programacao Binaria
Problemas de Optimizacao Combinatoria — a solugéo 6ptima é um

subconjunto de um conjunto finito. Problemas que poderiam ser resolvidos por

enumeracao! Crescimento exponencial!

» Exemplos: Afectagdo (n!); Mochila (2"); Cobertura (2"); Caixeiro Viajante (n-1)!;

etc
Simulacao e Optimizacéao
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OPTIMIZACAO COMBINATORIA

» Com enumeracao apenas se conseguem resolver problemas de

pequenas dimensodes!

- 0g n --_

332  3.16 02 1.02x103 3.60x106
100 6.64  10.00 10 1.27x10%°  9.33x10%57
1000  9.97  31.62 106  1.07x10%01  4.02x102567

» Dado um PLI como identificar a SO? Como impor condi¢des de paragem

num algoritmo de resolucéo de problemas de PLI?

» Minorantes ; Majorantes
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OPTIMIZACAO COMBINATORIA

Aplicacoes

« Analise de investimentos

« Seleccéao de projectos

* Localizacao de equipamentos (hangares, carros de apoio) ou de equipas de
emergéncia e de apoio técnico

« Distribuicdo; Rotas; Carregamento
« Desenho de redes (comunicacoes)

« Escalonamento de pessoal; de veiculos e de equipamentos
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OPTIMIZACAO INTEIRA

Resolucéo

« Algoritmos Exactos
— branch-and-bound (Land, Doig, 1960) (Little, Murty, Sweeney, Karel, 1963)
— planos de corte (Gomory, 1960)

« Meétodos Nao Exactos
— Técnicas de arredondamento

— Heuristicas
» basicas; construtivas; pesquisa local; metaheuristicas;
* inspiracéo social: pesquisa tabu; ant colonies
 inspiracéao fisica: simulated annealing
* inspiracao biologica: genéticos; redes neuronais

— Relaxacdes; Métodos de Subgradiente

e Software

— Excel/Solver
— Visual Basic
— CPLEX

— LINGO; LINDO
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OPTIMIZACAO INTEIRA

» PLI de Minimizacéo: z* = Min {CXZX cePnX, Xc Zn }

— Majorantes - Heuristicas - * - —
— Minorantes! L7 1

» Como avaliar a qualidade de uma SA?

» Minorantes (limites duais)

» Relaxacao
* ideia: substituir um problema dificil de resolver por um

mais simples e cujo valor 6ptimo nao exceda z*
* “Aumentar” a RA; Substituir a FO por outra funcdo que

nunca exceda a FO inicial
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OPTIMIZACAO INTEIRA

Def.: Um problema (PR): ZR = I\/Iin{f(x):x cePc Rn} (PLR)

é uma Relaxacédo de um (PI) de minimizacéao:

z = Min {c(x):x eX cR" } (PLY
se:. PoX A f(X)SC(X),‘v’XEX

Teor.: Se (PR) é relaxacgdo de (Pl), entdo: ZR =7

» Como construir relaxacoes “interessantes” ?

Simulacao e Optimizacéao
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OPTIMIZA(}AO INTEIRA
» Arelaxacao linear de um PLI é o problema de PL que resulta do PLI

por omissao das restricoes de integralidade.

> Dado um (PLI) de minimizacdo: 7 = MiIn {cx:x e X ~Z" }
a Relaxacéo Linear (PLR) é: IRl = Min {CX:X e )(}
- E relaxacdo pois: X NZ" — X e aFO n3o se altera!
*Logo: Zp = Z
Teor.:
(i) Se a relaxacao (PLR) e impossivel, o problema inicial (PLI) & impossivel;
*
(i) Seja X uma SO de (PLR).Se X < Z"
entao, x* é SO de (PLI).
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OPTIMIZACAO INTEIRA

» Qutras relaxacbes para problemas conhecidos:

> Arvore geradora minima com restricdes de capacidade
> Arvore geradora minima com restrices de grau

» Roteamento: Nodos; Arcos; Gerais
» TSP orientado
» TSP nao-orientado (simétrico)
» ARP orientado

» ARP nao orientado:
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OPTIMIZACAO INTEIRA

» Exemplo: Considere-se o (PLI)

*

Z =Min Z= X —2X,
(X1 —Xo >0 (R1)

\

X1+2X2 <5
X1§3

X1, Xp € Zj

» Resolver o (PLI)

» Resolver a relaxacéo linear (PLR)

Solver...

> Resolver o (PLI) sem uma das restricdes funcionais (R1)
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OPTIMIZACAO INTEIRA

_ Exemplo
* Graficamente - PLR
Min z =Xy —2X,
(X — X9 >0
Xl + 2X2 <5
<
Xl <3
X1, % ;Zo/ >0
; .
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OPTIMIZACAO INTEIRA

e Graficamente - PLR

Min z =Xy —2X,

(X — X9 >0
X1 +2X9 <5
X1 <3

XMz;Zo(zo

Exemplo

R oRL) (5.
XRL_(Xl K9 )‘(

+ SAde PLI: x=(0,0)
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OPTIMIZACAO INTEIRA

Exemplo
e Graficamente - PLI

Min z =X —2X,

(X1—X2 >0
X1 +2X9 <5
X1£3

X1, X9 EZS_
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OPTIMIZACAO INTEIRA

Exemplo

« Graficamente - PLI

Min z =X —2X,

(X1—X2 >0
X1 +2X9 <5
X1£3

X1, X9 EZS_
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OPTIMIZACAO INTEIRA

_ Exemplo
» Graficamente — PLI sem 12 restrigdo

Min z =X —2X,

-
\/,
A}

~ N
Ié_v

XJ.
X1 +2X9 <5
X1S3

+
\ X1, X2 EZO
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OPTIMIZACAO INTEIRA

Exemplo

» Graficamente — PLI sem 12 restricdo

Min z =X —2X,

-

\/ AV
I\l I\é je—

X1 +2X9 <5
X1S3

]

+
\ X1, X2 EZO
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OPTIMIZACAO INTEIRA

» Dualidade — obtencao de minorantes!

» O valor de qualquer SA dual € um minorante para o valor optimo do PLI

(de minimizacao)
Teor.: Dualidade Fraca: W(U) < Z(X), Vxe X, VueU

Teor.: Dualidade Forte:

dado um par de problemas duais, se um tem SO, entao o outro
também tem e os valores optimos dos dois problemas coincidem

W* =2z2%*

Simulacéo e Optimizacéo 19
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OPTIMIZACAO INTEIRA

> Dado um PLI de minimizacdo: Z = Min {CXZMX eXcZ" }

» Umarelaxacao de PLI é o problema: 7' = Min {CXZ X e X}

» Se juntarmos as restricdes “complicadas” a FO considerando

multiplicadores obtemos, para U = (ul’“"um) fixo, o problema:

PLIW:  z(u)=Min{cx+u(b—Ax):x e X}

» PLI(u) € uma relaxacéo de PLI — Relaxacédo Lagrangeana

> U é o vector de multiplicadores de Lagrange — variaveis duais!
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OPTIMIZACAO INTEIRA

» PLI(u) € uma relaxacao de PLI, pois:

X o{xe X :Ax>b}

cx+u(b—Ax) < cx
/N
u=0 b-Ax<0

Teor. Fraco da Dualidade Lagrangeana: Z(U)S z, Vu=0

» Pretendemos obter o maximo valor de Z(U), resolvendo o Dual Lagrangeano:

WoL = max{z(u): U= O} Restricdes Relaxadas > ou =

Simulac&o e Optimizacéao 21
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OPTIMIZACAO INTEIRA

» Dualidade Lagrangeana! — se podemos obter apenas minorantes
com o problema dual (de dificil resolucédo!) — com a Dualidade

Lagrangeana podemos reforcar tais limites!

> Arvore geradora minima com restricbes (capacidade ou grau)

» SST

» com restricdes relaxadas penalizadas e juntas a f.o.!

Simulac&o e Optimizacéao 22
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OPTIMIZA(}AO INTEIRA
Exemplo
» Retome-se o PLI

Min z =Xy —2X,

-

\V2 v_ SN
I\l I\A—V

X1+2X2 <5
Xp <3 b X X e X

X1, Xo € Z} W F

4

\

\

» Definir a funcdo Dual Lagrangeana

PLI(u):  z(u)= MiQ{Xl — 2% +U(0—Xq + X )
Xe

Simulacéo e Optimizacéo 23
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OPTIMIZACAO INTEIRA
Exemplo
» Funcao Dual Lagrangeana
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OPTIMIZACAO INTEIRA

Exemplo
» Funcao Dual Lagrangeana
f 4(U)t>
2u—4 se 0<u<l
A 2U-4
_ <1< —
u-3 >¢ 1_u_3 0 14/3 2 u
z(u)=+ , i >
1-2u se —<u<? §
3 _1 .............. /"
S-su se U=z A
/1-20
Wp = max { z(u)} ||~ u=4/3 Bl
u=0 . 3-3u
* * _4
WDL:—gzzRng =-1 |

O Dual Lagrangeano é um problema nao linear!
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OPTIMIZACAO INTEIRA
Exemplo

» Fixando u=4/3, e resolvendo PLI(u)

2(0) = MIH{X1—2X2 g( x1+x2)}

XxeX

Solver... X =(1;2)
‘z‘(4/3)=—§

» Do Solver podemos ver que a restricdo relaxada néo é verificada!

» Havera algum valor para u para o qual a SO de PLI(u) seja a SO de PLI?

» E se tivessemos relaxado a 22 restricao em vez da 127

Simulacéo e Optimizacéo 26
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ex3_com norma.xlsx

OPTIMIZACAO INTEIRA

_ Exemplo
» Graficamente — PLI(u)
— : 1 2
Z4/3)=Min ——Xx, ——X
(413)=Min —2x -2,
(
Xy + 2x2 <5
¢ X < 3
| Xp, Xy € Z;
Simulac&o e Optimizacéao 27
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OPTIMIZACAO INTEIRA

Exemplo
» Graficamente — PLI(u) A
X2
Z(4/3)=Min —Exl—gx2
3 3 -y
Xy +2X5 <5 E

¢ X <3

| X Xy €2
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OPTIMIZACAO INTEIRA

Teor. Forte da Dualidade Lagrangeana: Se (>0 ,
i. X é€S.0.dePLI() e
i. b—AX<0 (SPA) e
ii. (complementaridade) G(b _Af(): 0

entdo, X € S.0O.de PLI.

Prova: ...
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OPTIMIZACAO INTEIRA

Teor. Forte da Dualidade Lagrangeana: Se (>0 ,
. X €S.0.dePLI() e
i. b—AX<0 (SPA) e
ii. (complementaridade) G(b _AS'(): 0

~

entdo, ¥  €S.0.de PLI.

Prova: WDL—nJSg({Z(U)} Z(u)=CX+U(b—AX)(i=“) 2 (ii)iésidePle

* *
Sendo relaxagdo, Wp|. <Z = Wp =12
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OPTIMIZACAO INTEIRA

1. Escrever o Dual Lagrangeano considerando 0s seguintes casos: Exercicios
a) Problemainicial de Maximizacdo em que se relaxam restricdes de tipo <
b)  Problema inicial de Minimizacdo em que se relaxam restricées de tipo <
c) Problemainicial de Maximizacdo em que se relaxam restricdes de tipo >
d) Problema inicial de Minimizacdo em que se relaxam restricdes de tipo =

2. Definir o dual Lagrangeano do seguintes PLI, dualizando as restricGes assinaladas (*):
a) Min z =3x; +2Xx, b) Max z=16x; +10x, +4X%,
r2)(1+5X2 >3 (%) (8X, +2X, + X3 +4X, <10 (*)
5%, +2X, >3 (*) ) ft X <1
xe01) j=1,2 X3+ X, <1
X1 Xy s Xg,y Xy € B

“

C) Min 8Xyq+7Xoq +4Xys + Xg1 +3Xg, +36Yy, +12y, +36Y,

X1t Xpp+Xgq 2 6 (*)

> * . Ca
Xip T Xpp T X35 2 6 ( ) * Identificar este problema como uma instancia de um problema

X111+ X0 <12 Yi estudado, definindo as variaveis de forma compativel.
1 Xpg + X5, <12y,
Xg1 + Xqp, <12V,

ngij <61=123;,j=12

y.€{0,1} i=1,2,3

.
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OPTIMIZACAO INTEIRA

Exercicios
3. Resolver os problemas relaxados do exercicio 2 considerando, em cada alinea, os
multiplicadores seguintes:
a) )u=(1 ; i)u=(@0,1) ; ii)u=(0,1/2); v)yu=(3/7,37).
b) VYux>0
c) u=(46)
Simulacéo e Optimizacéo 32
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