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Hipóteses de PL

• Divisibilidade
quantidades discretas MODELOS DISCRETOS

• Aditividade e Proporcionalidade

descontinuidades MODELOS DISCRETOS

não-linearidades PROGRAMAÇÃO NÃO LINEAR

• Certeza

ANÁLISE DE SENSIBILIDADE (WHAT-IF)

estimativas de parâmetros PARAMETRIZAÇÃO

PROGRAMAÇÃO ESTOCÁSTICA

• Objectivo Único

múltiplos objectivos PROGRAMAÇÃO MULTI-OBJECTIVO

OPTIMIZAÇÃO  COMBINATÓRIA      
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Programação Linear Inteira (PLI)

– Um Problema de Programação Linear Inteira (PLI) é um PL em que todas 

(PLI puro) ou parte (PLI misto) das variáveis só podem assumir valores 

inteiros.

– Variáveis inteiras – para representar quantidades indivisíveis

– Variáveis binárias – para decisões Sim/Não – Programação Binária

Problemas de Optimização Combinatória – a solução óptima é um 

subconjunto de um conjunto finito. Problemas que poderiam ser resolvidos por 

enumeração! Crescimento exponencial!

 Exemplos: Afectação (n!); Mochila (2n); Cobertura (2n); Caixeiro Viajante (n-1)!; 

etc.

OPTIMIZAÇÃO  COMBINATÓRIA      
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 Com enumeração apenas se conseguem resolver problemas de 

pequenas dimensões!

 Dado um PLI como identificar a SO? Como impor condições de paragem 

num algoritmo de resolução de problemas de PLI?

 Minorantes ; Majorantes

OPTIMIZAÇÃO  COMBINATÓRIA      

n log n n0.5 n2 2n n!

10 3.32 3.16 102 1.02103 3.60106

100 6.64 10.00 104 1.271030 9.3310157

1000 9.97 31.62 106 1.0710301 4.02102567
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Aplicações

• Análise de investimentos

• Selecção de projectos

• Localização de equipamentos (hangares, carros de apoio) ou de equipas de 

emergência e de apoio técnico

• Distribuição; Rotas; Carregamento

• Desenho de redes (comunicações) 

• Escalonamento de pessoal; de veículos e de equipamentos

OPTIMIZAÇÃO  COMBINATÓRIA      
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Resolução
• Algoritmos Exactos

– branch-and-bound (Land, Doig, 1960)   (Little, Murty, Sweeney, Karel, 1963)

– planos de corte (Gomory, 1960)

• Métodos Não Exactos

– Técnicas de arredondamento

– Heurísticas

• básicas; construtivas; pesquisa local; metaheurísticas;  

• inspiração social: pesquisa tabu; ant colonies

• inspiração física: simulated annealing

• inspiração biológica: genéticos; redes neuronais

– Relaxações; Métodos de Subgradiente

• Software

– Excel/Solver

– Visual Basic 

– CPLEX

– LINGO; LINDO

OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

 PLI de Minimização: 

– Majorantes - Heurísticas

– Minorantes!

 n
XXPMinz Z,x:xc

*


zzz 
*

 Como avaliar a qualidade de uma SA?

 Minorantes (limites duais)

 Relaxação

• ideia: substituir um problema difícil de resolver por um 

mais simples e cujo valor óptimo não exceda  z*

• “Aumentar” a RA; Substituir a FO por outra função que 

nunca exceda a FO inicial
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

Def.: Um problema (PR):

é uma Relaxação de um (PI) de minimização:

se:

  n
R PfMinz Rxx  :

Teor.: Se (PR) é relaxação de (PI), então:                                    zzR 

    XcfXP  x,xx      

  n
XMinz Rxxc  :

 Como construir relaxações “interessantes” ?

(PLR)

(PLI)
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

 A relaxação linear de um PLI é o problema de PL que resulta do PLI 

por omissão das restrições de integralidade.

 Dado um (PLI) de minimização: 

a Relaxação Linear (PLR) é:  XMinzRL  xxc :

• É relaxação pois:                          e a FO não se altera! 

• Logo:

XX
n
Z

zzRL 

 n
XMinz Zxxc  :

Teor.: 

(i) Se a relaxação (PLR) é impossível, o problema inicial (PLI) é impossível;

(ii) Seja        uma SO de (PLR). Se    

então,         é SO de (PLI).                     

*
x

n
Zx

*


*
x
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 Outras relaxações para problemas conhecidos:

 Árvore geradora mínima com restrições de capacidade: SST

 Árvore geradora mínima com restrições de grau: SST

 Roteamento: Nodos; Arcos; Gerais

 TSP orientado : Afectação

 TSP não-orientado (simétrico): Árvore-1

 ARP orientado: PT

 ARP não orientado: matching

OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

 Exemplo: Considere-se o (PLI)

21
x2xzMinz 

*






















021

1

21

21

x,x

3x

5x2x

0xx

Ζ

Solver...

 Resolver o (PLI)

 Resolver a relaxação linear  (PLR)

 Resolver o (PLI) sem uma das restrições funcionais

(R1)

(R1)

ex3_com norma.xlsx


DEE – Decisão Económica e Empresarial2010/11

Simulação e Optimização 13

• Graficamente - PLR

z = 2

  









3

5
;

3

5
x;x RL

2
RL
1RLx

21 x2xzMin 






















021

1

21

21

x,x

3x

5x2x

0xx

Ζ

OPTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exemplo    

3

5
zRL 

x1

x2

520

2

1

1

3

 0,0
*

RL z0z
3

5
z 

 00,x • SA de PLI:

 0
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• Graficamente - PLR

z = 2

  









3

5
;

3

5
x;x RL

2
RL
1RLx

21 x2xzMin 






















021

1

21

21

x,x

3x

5x2x

0xx

Ζ

OPTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exemplo    

3

5
zRL 

x1

x2

520

2

1

1

3

 0,0
*

RL z0z
3

5
z 

 00,x • SA de PLI:

 0
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• Graficamente - PLI

z = 2

 

1*z

1;1*



x

21 x2xzMin 
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
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
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exemplo    

x1

x2

520

2

1

1

3

 0,0
*

RL z01z
3

5
z 
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• Graficamente - PLI

z = 2

 

1*z

1;1*



x

21 x2xzMin 
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exemplo    

x1

x2

520

2

1

1

3

 0,0
*

RL z01z
3

5
z 
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• Graficamente – PLI sem 1ª restrição

z = 2

 

4z~
2;0~



x

21 x2xzMin 
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exemplo    

x1

x2

520

2

1

1

3
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• Graficamente – PLI sem 1ª restrição

z = 2

 

4z~
2;0~



x

21 x2xzMin 
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exemplo    

x1

x2

520

2

1

1

3
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

 Dualidade – obtenção de minorantes!

 O valor de qualquer SA dual é um minorante para o valor óptimo do PLI 

(de minimização)

Teor.: Dualidade Fraca:   U,X,z)(w  uxxu

Teor.: Dualidade Forte: 

dado um par de problemas duais, se um tem SO, então o outro 

também tem e os valores óptimos dos dois problemas coincidem

*z*w 
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

 Dado um PLI de minimização: 

 Uma relaxação de PLI é o problema: 

 Se juntarmos as restrições “complicadas” à FO considerando 

multiplicadores obtemos, para fixo, o problema: 

PLI(u):     XMinuz  xAxbuxc :

 n
XMinz Zx,bAxxc  :

 XMinz  xxc :

 
m1

uu ,,u 

 PLI(u) é uma relaxação de PLI – Relaxação Lagrangeana 

 u é o vector de multiplicadores de Lagrange – variáveis duais!
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

 bAxx  :XX

 Axbuxc 

0u 

 PLI(u) é uma relaxação de PLI, pois:

0Axb 

xc

Teor. Fraco da Dualidade Lagrangeana:   0uzuz  ,

 Pretendemos obter o máximo valor de  z(u), resolvendo o Dual Lagrangeano:

  0uumax  :zw
DL

Restrições Relaxadas   ou  =
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

 Dualidade Lagrangeana! – se podemos obter apenas minorantes 

com o problema dual (de difícil resolução!) – com a Dualidade 

Lagrangeana podemos reforçar tais limites!

 Árvore geradora mínima com restrições (capacidade ou grau)

 SST 

 com restrições relaxadas penalizadas e juntas à f.o.!
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

Exemplo

 Retome-se o PLI

Xx

 Definir a função Dual Lagrangeana

21 x2xzMin 






















021

1

21

21

x,x

3x

5x2x

0xx

Ζ

X

    2121
X

xx0ux2xMinuz 
x

PLI(u):

 ...
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u

z(u)

-4

-2

0 2

-1

1

-3

2u-4

3-3u

4/3

1-2u

u-3

OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

Exemplo

 Função Dual Lagrangeana

u

z(u)

-4

-2

0 2

-1

1

-3

2u-4

3-3u

4/3

1-2u

u-3

 

























2uu33

2u
3

4
u21

3

4
u13u

1u04u2

uz

     se       

     se       

     se       

     se       

  uzmaxw
0u

DL


 u = 4/3

1zz
3

5
w

RLDL


**

O Dual Lagrangeano é um problema não linear!
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u
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-4

-2
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-1

1
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3-3u
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1-2u

u-3

OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

Exemplo

 Função Dual Lagrangeana

u

z(u)

-4

-2

0 2

-1

1

-3

2u-4

3-3u

4/3

1-2u

u-3

 

























2uu33

2u
3

4
u21

3

4
u13u

1u04u2

uz

     se       

     se       

     se       

     se       

  uzmaxw
0u

DL


 u = 4/3

1zz
3

5
w

RLDL


**

O Dual Lagrangeano é um problema não linear!
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

Exemplo

Solver...

 Fixando  u=4/3, e resolvendo PLI(u)

   











2121
X

xx
3

4
x2xMinu~z

x

 

 
3

5
3/4z~

2;1~



x

 Do Solver podemos ver que a restrição relaxada não é verificada!

 Haverá algum valor para u para o qual a SO de PLI(u) seja a SO de PLI?

 E se tivéssemos relaxado a 2ª restrição em vez  da 1ª?

ex3_com norma.xlsx
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• Graficamente – PLI(u)

z = -2/3

  21 x
3

2
x

3

1
Min3/4z~ 



















021

1

21

x,x

3x

5x2x

Ζ

OPTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exemplo    

x1

x2

520

2

1

1

3   

  RLz
3

5
3/4z~

1;3~2;1~



       e     xx
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• Graficamente – PLI(u)

z = -2/3

  21 x
3

2
x

3

1
Min3/4z~ 





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










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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exemplo    

x1

x2

520

2

1

1

3   

  RLz
3

5
3/4z~

1;3~2;1~



       e     xx
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

Teor. Forte da Dualidade Lagrangeana: Se              ,

i. é S.O. de PLI( ) e

ii. (SPA)  e

iii. (complementaridade)

então,        é S.O. de PLI.

0u~ 

x~

  0x~Abu~ 

0x~Ab 

u~

Prova: ...

x~
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

Teor. Forte da Dualidade Lagrangeana: Se              ,

i. é S.O. de PLI( ) e

ii. (SPA)  e

iii. (complementaridade)

então,              é S.O. de PLI.

0u~ 

x~

  0x~Abu~ 

0x~Ab 

      x~Abu~x~cu~umax
0u




zzw
DL

Prova:

(iii)
 x~c

*

x~
z

PLI deSA  é  (ii)


Sendo relaxação, 
*

DL
*

DL zwzw 

u~

x~
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

Exercícios1. Escrever o Dual Lagrangeano considerando os seguintes casos:

a) Problema inicial de Maximização em que se relaxam restrições de tipo 

b) Problema inicial de Minimização em que se relaxam restrições de tipo 

c) Problema inicial de Maximização em que se relaxam restrições de tipo 

d) Problema inicial de Minimização em que se relaxam restrições de tipo =

2. Definir o dual Lagrangeano do seguintes PLI, dualizando as restrições assinaladas (*):

21 x2x3zMin   a)

 














21j10x

3x2x5

3x5x2

j

21

21

,,

(*)  

(*)  

3213231222111 y36y12y36x3xx4x7x8Min   c)

 





























321i10y

21j321i6x0

y12xx

y12xx

y12xx
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421 x4x10x16zMax   b)
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B,,,
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xxxx
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(*)  

• Identificar este problema como uma instância de um problema 

estudado, definindo as variáveis de forma compatível.
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Exercícios

3. Resolver os problemas relaxados do exercício 2 considerando, em cada alínea, os 

multiplicadores seguintes:

a) i)  u  1, 1 ;   ii) u  0, 1 ;   iii) u  0 , 1/2 ;   iv) u  3/7 , 3/7. 

b) . u  0.

c) .u  4, 6.


